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Probabilités

(D) Denombrabilité:

E un ensemble quelconque est dit denombrable si E est en bijection avec N.
(E) Z et Q sont denombrables.
L.
p:Z—N
p — 2p si p est positive
p — —2p + 1 si p est strictement negatif

@ est bejective

N.B

A et B denombrables alors A x B denombrables.
Q— Z x N*

x€Q;IpeZ, IgeN*/x =2

q

pAg=1
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Nom

(D) Au plus Denombrable:

E est dit au plus denombrables si E est fini ou denombrable
|I-_Tribu des Evenements:
"Q" : un ensemble de possibles: Univers
-A un événement si A C Q.
-T C P(Q).
(D) Tribu:
Soit  denombrable

T C P(Q) est dite tribu

neN

B
(i)per ((i) et (2i)
(2) (An)ne ™M= NA 7. ((3i) et (2i)

neN
—
(NA) = U A3
neN neN
Arer=Ajer= |JASeT
neN

= (NA)=Uaer Naer

neN neN neN
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(D) _Probabilité:

(£2,7) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (£2,7) toute application
p: 7T — [0,1] vérifiant:

(i) p(R) = 1

(2i) (An) € TN au plus denombrable tel que A, N Am = @ Vn # m (deux a deux
incompatibles) = p(| JAn) = Zn p(An).

n
On appelle alors: (2, 7, p): espace probabilisé.

(T) _Limite monotone: (2, T, p) espace probabilisé. Soit (An)n € T croissante pour

I'inclusion alors
lim p(An) = | IA
n' p(An) = p( n)

neN
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Nom

Preuve:

.UZZOAk =Ap,VneEN (AL CA C...CA))
oA, C Any1 = p(An) < p(Ant1)
en effet

An+1 - An U (An+1\An)
=> p(An+1) = p(An) + p(Ant1\An)
——

€[0,1]

= p(Ant1) = p(An)

= (p(An))n /" majorée par 1 et donc converge.
e Soit

n—1
A= A\ U A
k=0
= A \ Anfl

ALNA,=osinZmet |JA, = |JAs
neN neN
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Nom

+00
P = e =pt0) + 3 pta)

N N =0
ne€ ne "= p(An)—p(An—1)

“+o00

p(U An) Z (P(An) - p(An71)> + p(Ao)

neN n=1

N
= lim Z (p(An) - P(Anfl)) + p(Ao)
n=1

= nl_i)n;op(A,,) — p(Ao) + p(Ao)

= lim p(An)
n—oo

Alors
lim p(A) = p(|_JAn)

neN



) Limite decroissante:

Probabilités (c
(A

2)n € T decroissante pour I'inclusion. Alors (p(An))n converge et on a:

lim p(An) = p([] An)

Nom
court)

neN
Preuve:
Q=A,UA; = 1=p(An) + p(A9)
An+1 C An
ACC AL
(AS)n suite croissante de 7, (p(AS))n converge et on a:
lim p(A5) = p(UAC
n— oo
neN

3 lim(1 — p(An)) € [0, 1]
I limp(An)€ [0,1]

p(([)An))

neN

= 1-p([)An)

neN

= limp(Ar) = p([)An)

im(1— p(An))



N.B.
N ) — p( U An) <35 p(An)

neN

Probabilités

<
AL = ANUIy Acsin e N
A= Ag
= A A, =asinm

+oo +oo
Ua = Ua
n=0 n=0
+o0 +oo +oo
p( A = wllJAan=>_ran)
n=0 n=0

n=0

+o0 +oo
or Al C Ay = ZP(Aln) < Zp(An)
n=0 n=0
Alors

+o0 +o0
o( L_JOA) < ; p(An)
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(D) Probabilité conditionnelle: (€2, 7, p) est un espace probabilisé, A € 7/p(A) > 0

p(AN B)
p(A)
L'application : pa : 7 — [0, 1], est une probabilité dite probabilité conditionnelle

relativement a A.

(i) pa(@) = 25 = 23 =

(2i) (A)n €™V, A N AL

pa(B) = p(BIA) =

1
Fsin£m

4

(ANA)N(ANAR)=0sin#m
(3i) p( jjg(AmAn)) =3 % p(AN An)
<

P(AN Uper A) _ P (AN An)
PalJ an = ——7x A

—ZP(AOA") ZPA (An) c.q.p.c

neN



Probabilités

o N.B B
p(B|A) =1 — p(B|A)
pa(B) =1 — pa(B)
p(B|A) + p(B|A) =77

(D) Formule composé de Probabilités

. _ pP(ANB)
pa(B) = o(A)
4
p(AnB) = p(A).p(B|A)
e p(ANBNC) p(A) p(BN C|A)

p(A)pa(BN C)
p(A)-pa(B).pa(C|B)
p(A).p(B|A).pa(C|AN B)
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(D) Formule de Probabilités totales:

Nom

(An)n GTN/UHGNAn:Q;AnﬁAm:Zsi n#m
avec p(A;) > 0;Vne N

+o00
P(B) = > p(An)-p(BIAs)
n=0
B = BNQ=BN(UpenAn)

UneN(BﬂAn)
(BNA)N(BNAR)=@sin#m

+oo
p(B) = p(|BOA) =D p(BNA)
neN n=0

+oo
= Zp(An).p(B|An) (Formule composé de Probabilités)
n=0
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(D) Formule de Boyes:

(An)n €T/ Upen An = ApNAn=2 sin#m
soit B € 7/p(B) > 0. Alors:

P(Am)-p(BlAn)

Am|B) =
pUAnIE) Z::Og p(An).p(B|An)

Preuve:

(p(Am) > 0; p(B) > 0)
p(Am N B)

p(An)-p(BlAm)
p(B)-p(Am|B)
p(B)-p(Am|B)
P(An)-p(BlAm)
p(B)

p(Am).p(B|Am)

P(An|B) =

or d'aprés la formule de probabilités totals on aura
P(An).p(BlAn)
Z:jg p(An).p(B|An)

p(Am|B) = c.g.p.c
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Indépendance en probabilités:

(D) Evénements Indépendants:

A, B € 7T sont indépendants si:
p(ANB) = p(A).p(B)
N.B  Si A, B € 7 indépendants tel que p(A) > 0 et p(B) > 0, alors:
P(A|B) = p(A)

p(BIA) = p(B)

_ p(ANB) _ p(A).p(B)
p(B) p(B)

En effet:

p(A|B) = ps(A) = p(A)
Soit A, B € 7 indépendants. Alors:

(i) A et B = B€ sont indépendants.

(2i) A et B sont indépendants.

(3i) A et B sont indépendants.
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Preuve:

(i)

p(A).p(B) = p(A)x (1-p(B))

p(A) — p(A).p(B)
p(A) — p(AN B)
P(Al(AN B))
p(AN BY)
= p(ANB)

Alors A et B indépendants.

(3i) A et B indépendants

M

A et B indépendants.

(2i) A et B indépendants
R0

A et B indépendants

4
‘A et B indépendants.
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Nom

(D) Independance mutuelle de n évenements:

Soit A1;....; An € T des évenements. On dit que Aj;....; Ap sont mutuellement
indépendants si VJ C {1;....;n}. On a:

p(yesA) = [ ] p(Ay)-

jed

ANBNC =g malgré
ANB# o
ANC# o

BNC+#wo
N.B: 1l arrive que 3 évenements A, B, C soient deux a deux indépendants Alors que
A, B, C ne le sont pas. casoit ANB = 2.
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Nom Exercices:
) -
Exercice 1:
Sur un stock de 100 dés, 25 sont pipés. La probabilité d'obtenir 6 sur un dé pipé
est 1.
1/ On choisit un dé, on le lance et on obtient 6. Quel est la probabilité que ce dé
soit pipé?

o o1 : "obtenir 6 ou premiére lancé"

o P "le dé est pipé

%1
py = =2 _=
P(P) 100 4
1
P) = =
peilP) = 3
p(P).p(o1|P
p(Plor) = Bpnnl)
p(P).p(o1|P) + p(P).p(c1|P)
1 1 1
_ 3%3 __s _1
1 1 3 1 1 1
iX3tixg sts 2

1
Ploy) = =
p(Ploy) = 3
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2/ On relance le dé et on obtient a nauveau 6. Quel est la probabilité que le dé soit
pipé?
o o5 : "obtenir 6 ou deuxiéme lancé"

p(P).p(c1 No2\P)
p(P).p(c1 No2|P) + p(ﬁ).p(al Noy |ﬁ)
Ex 1y
1

X GP+ <)

p(P|a’1 00'2) =

3
p(PloiNaog) = Z
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Nom

urt)
Exercice 2:
Dans une urne U; sont deposées by boules blanches et n; boules noirs. Dans
une urne Uy sont deposées by boules blanches et ny boules noirs .
- On préléve une boule de U; et on remet dans U;: puis on tire une boule dans U; et
on constate qu'elle est blanche.
Quelle est la probabilité que la premiére boule |'est aussi?
Solution

© o1 : "obtenir une boule blanche au premiére tirage de U
o A : "obtenir une boule blanche au deuxiéme tirage de Uy

by
o = —
plo1) by +m
by +1
p(Aloy) =

by +n+1
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Nom

p(o1)-p(Alo1)

plorlA) = L
p(o1).p(Alo1) + p(o1)-p(Alor)
by by+1
. bi+ny © bytnpt1
- by by+1 + My by
bi+n © bytmpt1l ' bitn * bytm+l
. b1(b2 + 1)
bi(by + 1)+ mbo
Exercice 3:
Des personnes Ay, ..... , Ap se communiquent successivement une information du

type Vrai-Faux.

Chaque Aj transmet l'information & Axi1; k € [|1, n — 1|] de fagon correcte avec la
probabilité (« €]0, 1[). En la transformant en son contraire avec la probabilité (1 — ).
Calculer P, probabilité pour que I'information recu par A, soit celle qui a été émise

par A;. Puis calculer lim P,?
n—oo
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Solution:
Nom Ak — Ak+1
court)
a, si I'information "Vraie",
Information:
(1-a), si I'information "Fausse".

Ppi1=aPr+ (1 —a)(1— Pp)
P =1
Pr=QR2a—-1)P,+1—«

Methode: on pose V, = P, — A\, XA € R et on trouve A de sorte que (V) soit
geométrique.

Vor1 = Po—A=(Qa—1)Py+1—a—A
l—a—A
= @a-1)(P+—2"2
(20 )< nt 2a71)
Ata—1 1
= Qa-DVyssi A= 2t27l Giaz D
2a— 1 2
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Nom ssi
court) AM2a—1)=A4+a-1
ssi
_a—1 1
T 2a-2 2

= V,=P,— % défini une S.G de raison g =2a — 1

1
Vo = ¢ LVi=Qa—-1)""Y(P - 5)
1 1
P, — 5 = 5(205—1)"*1
1 1 _ 14 (2o —1)1
P, = Z4-Qa-1)"t=""2— "
n 5 + 2( e ) 2

_1yn—1
d'ot: P, = %; n € N*

O<a<l=|2a-1|<1

1
= (2a-1)"1 - 0= lim Po=3-

n— oo n— oo
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Exercice 4:

On dispose de N + 1 urnes numérotés de 0 a N. L'urne k contient k boules blanches
et N — k boules noires. On choisit au hazard d'une urne et on tire n fois de suite une
boule avec remise aprés chaque tirage.

Quelle est la probabilité que le tirage suivant donne encore une boule blanche
sachant que, au cours des n premiers, seules des boules blanches ont été tirées?

Soit Uy :"on choisit I'urne numero k"; 0 < kK < N
By, : "tirer n boules blanches d’affilée"
Dans une urne Uk on a k boules blanches et (N — k) boules Noire

Cl](- n k n
PBAU) = ()= ()
N
P(B) = > p(Uk)-p(BalUi)
k=0
or p(U;j) = p(U;j) Vi # javecO < i< j< N, dou:
u 1 k
B = Y W)
k=0
N
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p(Bn+1 N Bn)

B Bp) =
. p(BynlB) = E2 K
Or Bn+1 C By, = Bn+1 nB,= Bn+1
P(Bn+1)
= p(B B =
(BraalBo) = e

2) Calculer la limite de cette

p(Bn)

1 N k \n+1
7 Dk ()"

1 N k
T Dk ()"

S (E)m

Nk
Zk:1(ﬁ)n
probabilité lorsque N — +oo0.
1 u k
_ 2 y\n
N +1 Z( N)
k=1

N—-1
N o1 k., 1
T @) W)
k=1
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Nom Démonstration:

soit f : [0,1] = R
t — t" et alors

N—1 N—1
1 k., 1 1-0
- —\)" == f(0+ k.——
NZ(N) N Z 0+ N )

k=0 k=0

N— k 1 1

li )= th.dt = .

Nl—r>noo Z N / n+1

= N“_T,op(B"Jrl‘Bn):L
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Nom Exercice 5:(TD)

-
Soit s > 1 et A € R. On pose {(s) = ::;n% etVnGN*;P{n}:%.
soit © Q = N* ['univers
o 7 ="P(Q) la tribu
o P:71—[0,1]

{n} = p{n} = 2

1/ pour que P définit une probabilité sur I'espace probabilisable (N*, P(N*)) il faut
que P arrive dans [0, 1].

p({1}) = X € [0, 1]

CN Aelo,1].

P est une probabilité sur (Q, )

+oo +oo N
ie ZP(n):l{:}Z;:l
n=1 n=1

+o0o A +o0o 1 1
Z o=
=D w0
n=1 n=1
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Réciproquement:

Q=N P(Q) = P(N')
E(S)*1+Z s> 1
= A= 6[01]

Ainsi ChOIS\

Y(An)n €T, AN An=2Vn#m. Ona

+00
P(U A, = Z
n=0

+oo
keuteoa,

P({k})

+o0
= D> Pk

n=0 k€A,

+oo
= D P(A)
n=0

Alors p est une probabilité sur (,7) i.e (Q,P(Q),p) =

espace probabilisé.

(N*, P(N*), p) est un



Bronanilites 2/ e B,={n}; ne N*
o P={peN*/p premier}
R © A= {neN/plnk

P(Ap) = P{neN*/3k € N* avec n = kp}

+o00o

= ) pl{ke})
k=1
+oo

- (kp)s - Z ke
/\S(S) _ 1

T opr pf
1

= P(Ap,) = E.

3/ p1 < p2 < ... < pm suite finie de nombres premiers, on montrera que :

P(Apy N Ap, N Ap,) = H P(Ap,)
k=1
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Nom

P1:P2; i Pmin <= P1 X p2 X ... X Pm|n
neAp NAp N....NAp,
équivalent a n € Ap; xpyx...xp

m

Ap NAp, N . NAp = Ap xpax... X pm
= P(Ap NAp, N ... NAp,) = P(Apyxpyx...xpm)
= P(x.N") ol x=p1 X p2 X ... X pm

<= XA AR 1
- ;P({X‘k}) - ; (k) 727

k=1

A 1 1 1 1
= —¢1l)=—=—X— X ..... X —
xS xs  pi P Pm

= P(Ap)-P(Ap)-....P(Ap,,)

m
P(Ap, NAp, NN Ap,) = H P(Ap,)
k=1

On conclut alors que (Ap)pcp est un systéme mutuellement indépendant
d’évenements.
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4/ On chosse les nombres premiers:

pr<..<pm<.<.<
en ordre croissant
P= {p17 ooy Pmy }
m
Em= ﬂ Ap, D Emiicar Emyr = Em N Ap, .,
k=1
= (Em)m suite decroissante pour l'inclusion.

A +o0
E= mpell” Ap = ﬂm:O Em
n € E & nn'est pas divisible par pVpe P& n=1
d'ou E = {1}.
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Nom

) 5/ (Em) ™\ d’événements d'aprés le théoréme de la limite décroissante on a:

lim P(Em)

m— 0o

&(s)

1
£(s)

P((1) Em) = P(E)
meN*
1

&(s)
lim P(En)

m— o0
m
lim P A,
tim P((7) Ap)
k=1

m
li P(A
mg\w}_[ (Apy)
=1

(car si (Ap)pep est mutuellement independants = (Ap),cp est mutuellement

independants )
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= im TTa-pan))
k=1

m +oo
1 1 1
= &(s) lim = I :H —
m—oo - 1 (1= 5) E(l_ﬁ) el Sl

P



Exercice 4: TD:
1/ (An)n suite d'événements 2 a 2 incompatibles d'une espace probabilisé (2, A, P).
Mom Montre que lim P(A,) =07?

Probabilités

court)
! n—oo

(An)n 2 a 2 incompatibles

UA%XFM)

neN

UAncﬂé P(UA,, <

neN neN

Z P(A,) — P(U An)

neN
= lim P(A,) =0
n— o0

2/ (An)n une suite d’événements mutuellement independants

P An) 1-P((|J A9

neN neN

= 1-P([) A9

neN

= 1-P([)A)



PPN R n A . 1 .
Probabilités On considere By, := ﬂk:o k, n €N = (Bp), decroissante pour I'inclusion car

Nom Bni1 =BnN A1 C Bn

D’aprés théoréme limite décroissante:

Jlim P(B,) = P(ﬂ Bn)
" neN
:>P(UA,,) = 1—P(ﬂ Bn)
neN neN
= 1 limP(B,)

= 1-limP([ |Ac
im (D )
=0

or le systéme (An)n est mutuellement independant = (Tn)n est mutuellement

independant. Donc
n n
P(( A0 =] P
k=0 k=0

= P(O An)=1- “L“ﬁ P(Ax)
k=0

neN
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En effet:

P _
mnEN By = mnEN ﬂk:o Ak C mnEN An
- n +oo 7
Mier A = (Mizo A N (MZny1 A6) € Bry V0
m A, C m B
neN neN
b/ Montre que > P(A,) converge ssi ) In P((A,)) converge

Donc

wn
Si Z P(An) converge = P(A;) — 0

n— oo
= —In(1— P(As)) ~ P(An)

= > In(1 77P(A,,)) converge
= > In( P(An)) converge

:::Z In( P(As)) converge = In( P(A,)) — 0
= In(l1— P(A;)) = 0= P(A)) — 0
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urt) I"équivalence.

c/ P(An)#1; Vn

P(U/SA,) =1

= In( P(A,)) =In(1— P(A;) ~ — P(A;) = > P(An)

=

converge d'ou on a

Ii;nln(H P(A)) = —oco

k=0

n
li In P(Ay) = —0
'Tkz: (Ax)

=0

Zln P(A,) div
Z P(A,) div
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Nom

4/ B =1, An
Montre que P(B) < exp ( — Z::g P(A,,)) ?

PR
n =
B = ﬂngN Bn; Bn= mk:o A
(Bn)n est une suite decroissante d'événements.

Théoréme limite decroissante = P(B) = P(ﬂn Bp) = lim, P(By)

n
P(B) = Ilm P([ ]A
(8) im P((") A0)
k=0
= IimH P(Ax)
! k=0
or P(A)) = 1— P(Ay)<e P
= P(B) < IimHe_ P(A)
! k=0
< lime Qa0 P
n

+o00

= PB)<e Zk:o P(A)
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e/ ano P(A;) converge; A= npeN Uan An.

Montre que P(A) =07
soit Ep = U"ZPA,,; VpeN
(Ep)p est decroissante pour |'inclusion.

d’aprés théoréme limite decroissante (continuité decroissante)

Jlim P(E,)
P

= lim P(E,)
P

= lim P(U An)

nzp

or P(U An)

n>p

= P(A)

IN

IN

P([) &)

pEN
P(A)

P(A)

> P(A)

n>p
+oo
lim P(An)

P
n=p
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Comme Z >0 P(A;) converge = Z+°° P(An ) = 0

= P(A)=0

P(ﬂ Jan=o0

peENn>p
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Nom
court)

Variables Aléatoires Discretes

(D) Variables Aléatoires réelles:

* (Q, 7, P) un espace probabilisé

* X :Q2 =R, va

x Px(A)= P(X~}(A)); ACR/X"(A)er
xsiA={a}; acR= Px(A)= P(X=a)
*siA=[a,b]; a<beR= Px(A)= P(a<x<b)
*si X estunev.aet X\ € R on parle aussi

AX vaquia w— AX(w)
* si Y est une autre v.a on parle de
XY vaquia w— X(w)Y(w)

X+Y vaquia w— X(w)+ Y(w)
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(D) Loi de probabilité:
X v.a discréte i.e X(Q) est au plus denombrable (fini ou denombrable)
X(Q) = {x;; i € N} ou bien {x1,...,xn}

P; = P[X = xj]
doPo= Y PX=xl=) PXTH))

(D) Fonction de répartition:

VxeR F(x)=P[X<x]<1
(D) Couple de v.a:
X et Y deux v.a discrétes ayant le méme espace probabilisé (2,7, P)

X(Q)={x; iel}
Y@ ={yjecJ}
I et J sont au plus denombrables (deux Parties de N).



Elopabilites P(X =x; et Y =y;)=Pj

Nom
P(X:x,-):ZP,-j:P,-.

Jjed

P(Y=y)=) Pj=P;

iel

DT HIE

iel jed jed iel
(D) Loi conditionnelle:

P(X =xi et Y =yj)
P(Y =)

P(X =xi/Y =y;)

i
p.j
pii
Pi-

P(Y = y;/X = x)
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(D) Independance:
X et Y sont indépendants si

PIX=xietY=y]=p.xpj=PX=x]PlY=y] Viel,jeJ.



